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一类求解非凸无约束优化问题的
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摘摘 要要：针对传统有限记忆 BFGS（Limited-memory BFGS，L-BFGS）方法在求解非凸函数

极小值问题时不一定全局收敛的问题，从非凸目标函数的曲率信息和方法的全局收敛

性考虑，提出了一种新的带参迭代方程，并用该方程修正了 L-BFGS算法；最后，对

改进算法（L-MBFGS）进行了收敛性证明及数值实验验证。理论分析表明：该方法

对于一般函数（可能非凸）既保证了Hessian矩阵的正定性，又具有充分下降性和全局

收敛性。数值实验结果表明：相同数据规模下，L-MBFGS方法在Wood测试函数中

的最优值可优于标准 L-BFGS方法1个数量级，优于ML-BFGS相似方法 2个数量级；

在Dixon测试函数中的计算效率也明显优于L-BFGS方法和ML-BFGS相似方法。
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ABSTRACT: To solve the problem that the traditional limited-memory BFGS（L-BFGS）does
not always complete global convergence in nonconvex function minimum solution, a noval param-

eterized iterative equation was proposed with the consideration of the curvature information of
nonconvex objective functions and the global convergence of the method. Furthermore, the pro-
posed equation was used to modify the L-BFGS algorithm. Additionally, the improved algorithm
（L-MBFGS）was verified by convergence and numerical experiments. Theoretical analysis indi-
cated that L-MBFGS not only guarantees the posistive definiteness of the Hessian matrix
for general functions（which may be non-convex）, but also has sufficient descent and glob-
al convergence. Numerical experimental results showed that under the same data size, the opti-
mal value of the L-MBFGS in the Wood test function can be one order of magnitude better than
the standard L-BFGS. Simultaneously, its computing efficiency in the Dixon test function signifi-
cantly better than the standard L-BFGS and ML-BFGS similar method.
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BFGS 方 法 是 学 者 Broyden[1]、 Fletcher[2]、
Goldfard [3]和 Shannao [4]提出的一种拟牛顿方法，

是求解无约束优化问题

min f ( x ) x ∈ ℝn （1）

最常用也是最有效的方法，其中，f :ℝn → ℝ是非

线性函数。但是 BFGS算法的修正，仅限于目标

函数为凸函数时成立，如果目标函数为非凸函数，

Wolfe线搜索准则无法保证每次迭代都满足 sT
k yk >

0，因此，有必要对 Bk + 1 重新校正。2018 年，王

锋[5]提出了一类新的求解非凸函数的改进BFGS方

法，并证明了其收敛性，但未进行数值实验；

2020 年，刘克刚[6]沿用保守修正方法，保证了

y T
k sk > 0，使算法具有了正定遗传性，但在求解大

规模优化问题时计算效率不高；2011 年，Biglari
等[7]提出了一种新的拟牛顿方程；2014年，Biglari
等[8]将上述方程推广至有限记忆 BFGS（Limited-
Memory BFGS，L-BFGS）方法的框架内，用于

求解大规模无约束优化问题，改善了该方法的性

能；2021年，陈昱含[9]将Dehghani[10]的思想和Bi-
glari等[7-8]基于四阶张量提出的割线方程进行改进，

得到一个新的修正割线方程，并基于该方程去修

正L-BFGS方法，得到一类修正的L-BFGS方法，

但不能跟踪计算结果在不同数据规模上的动态变

化过程。为了克服上述不足，本文设计了一类新

的带参修正拟牛顿方程，将其推广应用到求解非

凸无约束优化问题的 L-BFGS方法中，在非凸假

设条件下进行了该方法的全局收敛性证明，并用

典型函数进行实验验证，取得了较优的数值效果。

1 传统L-BFGS方法

求解式（1）无约束优化问题的 BFGS方法，

通过迭代公式

xk + 1 = xk + αkdk

和搜索方向

dk = -B-1
k gk

满足方程

B k + 1 sk = yk

式中：αk 为迭代步长；gk 为目标函数在点 xk 处的

梯度向量。B k + 1 的更新式为

B k + 1 = B k -
B k sk s

T
k B k

sT
k B k sk

+ yk y
T
k

y T
k sk

（2）

式中：sk = xk + 1 - xk；yk = gk + 1 - gk；B0 为给定的

初始矩阵。

利用 SWM（Sherman-Morrison-Woodbury）矩

阵求逆公式，对式（2）进行两次求逆运算，可得

BFGS的另外一种拟牛顿方程

H k + 1 yk = sk

H k + 1 =( I -
sk y

T
k

y T
k sk

) Hk( I -
yk s

T
k

y T
k sk

)+ sk s
T
k

y T
k sk

（3）

式中：H k + 1 是B k + 1 的逆。

2 改进的L-BFGS算法（L-MBFGS）

本文结合文献[5，7，9]的改进思想，提出基

于如下修正割线方程的改进 L-BFGS方法（L-
MBFGS）

H k + 1 y +
k = sk （4）

y +
k = ȳk + ξ ln( 1+  gk

2
) sk + max { - sT

k ȳk

 sk
2 , 0 } sk

（5）

ȳk = yk + tk
θk

sT
k sk

sk （6）

θk = 4 ( fk - fk + 1)+ 2 ( gk + gk + 1)T sk

tk =
ì
í
î

ï

ï

δ-  sk ,  sk ≤ 1, δ ∈[ 2.5, 2.9 ]

0 , 其他

式中：δ为本文改进方法提出的可调节参数，目的

是限制参数 tk 的取值范围，但不固定其取值，使

其具有一定的选择性和可动态跟踪过程性，并且

保证了( sk)T y +
k > 0，即算法具有正定遗传性，可用

于求解大规模非凸无约束优化问题。

记

ρk =
1

( sk)T y +
k

V k = I - ρk y
+
k s

T
k

式中：I为单位矩阵。则

H k + 1 = V T
k H kV k + ρk sk s

T
k

若令式（4）中 H k + 1 的初始矩阵为 H 0
k ，重复

上式m次，则

H k + 1 = V T
k H kV k + ρk sk s

T
k =

V T
k (V T

k - 1H k - 1V k - 1 + ρk - 1 y +
k - 1 sT

k - 1 )V k +

ρk y
+
k s

T
k = … =

(V T
k V

T
k - 1⋯V T

k - m + 1 ) H k - m + 1 (V k - m + 1⋯V k ) +
ρk - m + 1 (V T

k V
T
k - 1⋯V T

k - m + 2 ) sk - m + 1 sT
k - m + 1·

(V k - m + 2…V k - 1 ) + … + ρk sk s
T
k （7）

L-MBFGS算法步骤具体描述如下。

Step1 取初始点 x0 ∈ ℝn，初始对称正定矩阵
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H0 ∈ ℝn × n，σ1 ∈( 0, 1/2 )，σ2 ∈( σ1, 1 )，内存大

小m > 0，精度 ε > 0，令 k = 0。
Step2 如果  gk ≤ ε，算法终止，问题的解

为 xk。否则，令

dk = -H kgk

Step3 根据Wolfe线性搜索准则式（8）来确

定步长 αk，计算 xk + 1 = xk + αkdk。

取 αk使其同时满足不等式组：

ì
í
î

ï

ï

f ( xk + αkdk)≤ f ( xk)+ σ1∇f ( xk)Tdk

∇f ( xk + αkdk)Tdk ≥ σ2∇f ( xk)Tdk

（8）

式 中 ： σ1 、 σ2 为 常 数 ， 满 足 0 < σ1 <
1
2 ,σ1 <

σ2 < 1。
Step4 令 m͂ = min { k,m - 1}，利用式（4）~

（7）计算H k + 1。

Step5 令 k = k + 1，转至 Step2。

3 L-MBFGS算法的收敛性分析

在 L-MBFGS算法中，Hessian矩阵逆的校正

公式可以被看作是式（7）更新一个有界初始矩阵

H 0
K 共m次得到的，在算法设计和实际计算时，使

用 H k + 1 比较方便 ，而证明算法的收敛性时使用

B k + 1 则更常用，所以，将 L-MBFGS算法进行如

下等价描述（记为算法1）。

Step1 取初始点 x0 ∈ ℝn，初始对称正定矩阵

B0 ∈ ℝn × n，σ1 ∈( 0, 1
2 )，σ2 ∈( σ1, 1 )，内存大小

m > 0，精度 ε > 0，令 k = 0。
Step2 如果  gk ≤ ε，算法终止，问题的解

为 xk；否则，令

dk = -B-1
k gk

Step3 根据Wolfe线性搜索准则来确定步长

αk，计算 xk + 1 = xk + αkdk。

Step4 令 m͂ = min { k,m - 1}， 利 用 { si,

y +
i }k

i = k - m͂ + 1，计算

B l + 1
k = B l

k -
B l

k s l s
T
l B

l
k

sT
l B

l
k s l

+ y +
l y

+
l

T

sT
l y

+
l

,

l = k - m͂ + 1, k - m + 2,…, k

B k - m͂ + 1
k = B0 （9）

Step5 令B k = B k + 1
k ，k = k + 1，转至 Step2。

为了证明算法的收敛性，提出如下假设。

假设（A）：目标函数 f ( x )二阶连续可微，且

水平集Ω ={ x|f ( x )< f ( x0)}包含于一个有界集，

x0 为初始点。

假设（B）：目标函数 f ( x )的梯度 g ( x )在点

x* 处 Lipschitz连续，即存在正数 L > 0，对于任意

x、y，都有

 g ( x )- g ( y ) ≤ L  x - y ,∀x, y ∈ Ω （10）

引理引理 1 若假设（B）成立， y +
k 如式（5），则

存在常数M 1 > 0，使得

 y +
k ≤ M 1  sk

证明证明：由假设（B）、中值定理和 θk的定义可

知，存在 tk ∈[ 0, 1 ]，使得

θk = 4 ( fk - fk + 1)+ 2 ( gk + gk + 1)T sk =
2 ( gk + gk + 1)T sk - 4 ( fk + 1 - fk)=
2 [ ( gk + gk + 1)T sk - 2gk( xk + tk sk)T sk]=
2 ( [ gk - gk( xk + tk sk)]T sk +[ gk + 1 -
gk( xk + tk sk)]T sk)≤ 2L‖sk‖2

又由 tk( tk ∈[ 0, 1 ])的定义可知

 ȳk =














yk + tk

θk

 sk
2 sk ≤  yk + || θk

 sk
≤

L  sk + 2L  sk = 3L  sk

由假设（B）可知，对于任意的 x，存在 ε0 >

0，使得 g ( x ) ≤ ε0，所以

 y +
k ≤  ȳk + ξ ln( 1+  gk

2
)  sk ≤

( 3L + ξln( 1+ ε20))  sk ≤

( 3L + ξε20)  sk

令M 1=3L + ξε20，引理得证。

引理引理 22 若假设（A）成立，{ xk}由算法 L-
MBFGS的等价算法 1 产生，给定常数 ε1 > 0，对

所有的 k都有  gk > ε1 成立，则存在常数M 2 > 0，
使得

 y +
k

2

sT
k y

+
k

≤ M 2 （11）

证明证明：根据 y +
k 的定义，有

sT
k y

+
k = sT

k ( ȳk + ξln ( 1+  gk

2 ) sk +
max ( - ȳ T

k sk

 sk
2 , 0 ) sk)=

sT
k ȳk + ξln ( 1+ ∥ gk ∥ 2 ) ∥ sk ∥ 2 +

max ( - ȳ T
k sk

 sk
2 , 0 )  sk

2
=

ì
í
î

ï

ï

sT
k ȳk + ξ ln ( 1+  gk

2 )  sk
2 , ȳ T

k sk > 0
ξ ln( 1+  gk

2
)  sk

2 , ȳ T
k sk ≤ 0



火箭军工程大学学报 第 38 卷第 6 期70

≥ ξln( 1+  gk

2
)  sk

2

根据引理1，可得

 y +
k

2

sT
k y

+
k

≤
M 21  sk

2

ξln( 1+  gk

2
)  sk

2 ≤

M 21
ξ ln( 1+ ε21)

= M 2

引理得证。

引理引理33 若假设（A）、（B）成立，{ xk}由算法

L -MBFGS 的 等 价 算 法 1 产 生 ， 则 存 在 常 数

M 3 > 0，使得

tr ( B k + 1)≤ M 3 （12）

证明证明：对式（9）两边作求迹运算，则

tr ( B k + 1)= tr ( B l
k)- tr ( B l

k sk s
T
k B

l
k

sT
k B

l
k sk

)+ tr ( y +
l y

+
l

T

sT
l y

+
l

)=

tr ( B l
k)-  B l

k s l
2

sT
l B

l
k s l

+  y +
l

2

sT
l y

+
l

=

tr ( B k - m͂ + 1
k )- ∑

l = k - m͂ + 1

k    B l
k s l

2

sT
l B

l
k s l

+

∑
l = k - m͂ + 1

k    y +
l

2

sT
l y

+
l

≤

tr ( B k - m͂ + 1
k )- ∑

l = k - m͂ + 1

k    B l
k s l

2

sT
l B

l
k s l

+ m͂M 2 ≤

tr ( B k - m͂ + 1
k )+ m͂M 2 ≤ M 3

引理得证。

引理引理44 若假设（A）、（B）成立，{ xk}由算法

L-MBFGS的等价算法 1 产生，则存在常数 M 4 >
0，使得

det ( B k + 1)≥ M 4 （13）

证明证明：根据公式 det ( I + u1uT2 + u3uT4)=( 1+
uT3u4)-( uT1u4)( uT2u4)，对式（9）取行列式，有

det ( B k + 1)= det ( B k - m͂ + 1
k ) ∏

l = k - m͂ + 1

k   sT
l y

+
l

sT
l B

l
k s l

=

det ( B k - m͂ + 1
k ) ∏

l = k - m̂ + 1

k   sT
l y

+
l

sT
l s l

sT
l y

+
l

sT
l B

l
k s l

由引理1可知

sT
k y

+
k ≤  sk  y +

k ≤( 3L + ξ )  sk
2

由引理3可知，B l
k的特征值小于M 3，故

det ( B k + 1)= det ( B k - m͂ + 1
k )(

( 3L + ξ )
M 3

)m͂ ≥ M 4

引理得证。

定理定理 11 若假设（A）、（B）成立，αk 满足

Wolfe准则式（8）时，有

∑
k ≥ 1

 ( g T
k dk)2

 dk

2 < ∞ （14）

证明证明：由Wolfe准则式（8）的第 2 个不等式

和假设（A），可知

Lαk  dk

2
≥( gk + 1 - gk)Tdk ≥ -( 1- σ2) g T

k dk

所以有

αk ≥
-( 1- σ2) g T

k dk

L  dk

2

又结合Wolfe线搜索准则式（8）的第 1 个不

等式，有

fk + 1 - fk ≤ σ1( σ2 - 1 ) ( g T
k dk)2

L  dk

2

对上述不等式两边同时求和，又因为目标函

数 f有下界，则∑
k ≥ 1

 ( g T
k dk)2

 dk

2 < ∞，得证。

引理引理55 若假设（A）、（B）成立，{ xk}由算法

L-MBFGS的等价算法1产生，则

lim inf
k → ∞   gk = 0 （15）

证明证明：由Wolfe准则式（8）、定理1，可得

fk - fk + 1 ≥ -αkσ1g T
k dk =

αkσ1  dk  gk cos φk ≥

σ1  gk cos φk
( 1- σ2)

L
 gk cos φk =

σ1( 1- σ2)
L

 gk

2 cos2φk

（16）

令 ξ = σ1( 1- σ2)
L

，则有

fk - fk + 1 ≥ ξ  gk

2 cos2φk （17）

对式（17）两边求和，则对于所有的 k > 0，都有

f ( x0)- f ( xk)=∑
i = 0

k - 1   [ f ( xi)- f ( xi + 1)]≥

ξ min0 ≤ i ≤ k   gk

2∑
i = 0

k - 1   cos2 φi

即

lim inf
k → ∞   gk cos φk = 0

又由式（12）和（13）可知，存在一个常数

μ，使得

cos φk =
sT
k B k sk

 sk  B k sk
≥ μ （18）

由式（18）可知，式（15）成立。引理得证。

4 数值实验

本实验软件在Windows 11 中文版、处理器参

数为 11th Gen Intel（R） Core（TM） i5-1155G7
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2.50 GHz、8.00 GB内存环境下运行。

4.1 参数设置及终止条件

1）δ ∈[ 2.5, 2.9 ]，当 δ为自然常数 e时，与文

献[9]的基于混合割线方程修正的 L-BFGS（ML-
BFGS）方法相似，区别是 y +

k 修正第二项取值稍

有不同，其余取值为改进算法，即本文的 L-MB-
FGS算法。每个函数任意选取 δ 取值范围内的 4个

等间隔值进行实验，标准的 L-MBFGS不涉及参

数 δ，ξ = 1 × 10-5,m = 5。
2） 终 止 算 法 收 敛 控 制 参 数 设 置 为  gk <

ε1 = 1 × 10-5，即目标函数梯度的二范数优于 ε1

时，算法收敛到最小值。

3）迭代次数超过400次，算法终止运行。

4.2 数值计算

为了验证算法的有效性，用如下两个典型的

求解大规模无约束优化问题的测试函数进行实验，

结果如表1所示。

1）函数1：Wood
初始点（-3，-1，-3，-1，…，-3，-1）

最优值0；

2）函数2：Dixon
初始点（-2，-2，…，-2） 最优值0。

4.3 结果分析

由表 1 可知，对 2 个经典测试函数进行计算，

本文所提的 L-MBFGS方法均得到了正确解，求

得了最小值，整体平稳且有改善，说明本文所提

出的 L-MBFGS方法是有效的。通过表 1 可以看

出，在可变参数 δ的调节下，算法对不同维度的函

数计算性能都比标准 L-BFGS与ML-BFGS相似

方法有较好的数值表现。对于Wood函数，计算的

最优值结果有提高，迭代次数和计算用时有不同

程度的减少，δ = 2.55、数据规模为 500 时，该函

数最优值达到 5.866 096 × 10-12，优于标准L-BF-
GS方法 1 个数量级，优于ML-BFGS相似方法 2

个数量级；Dixon函数在 3 个不同的数据规模上，

虽然求解的最优值与标准 L-BFGS方法处在相当

水平上，但是迭代次数和计算用时明显减少，表

明新改进的方法是有竞争力的。

表表 11 数值计算结果比对数值计算结果比对

Tab. 1 Comparison of numerical calculation results

方法类型

标准
L-BFGS

L-MBFGS：
δ = 2.55

L-MBFGS：
δ = 2.65

L-MBFGS：
δ = 2.75

L-MBFGS：
δ = 2.85

ML-BFGS[9]

相似方法

数据
规模

500

2 000

5 000

500

2 000

5 000

500

2 000

5 000

500

2 000

5 000

500

2 000

5 000

500

2 000

5 000

函数Wood

迭代
次数

90

87

97

82

92

91

91

90

91

89

89

90

87

91

93

88

91

93

计算时间
/ms

42

71

151

24

84

142

30

57

157

33

62

141

30

73

143

30

69

143

目标函数值

2.395 135E-11

1.469 701E-12

5.308 599E-11

5.866 096E-12

3.102 911E-11

5.057 501E-10

1.816 652E-11

2.990 986E-11

3.257 972E-11

4.023 632E-13

8.467 131E-14

2.753 623E-11

1.781 101E-13

2.084 329E-11

7.231 487E-11

1.630 188E-10

2.176 899E-10

1.929 894E-12

Dixon

迭代
次数

141

145

140

136

134

135

141

132

141

134

136

136

132

136

138

135

140

135

计算时间
/ms

56

110

183

53

104

170

53

96

185

40

100

176

45

98

175

50

105

171

目标函数值

2.530 615E-09

3.459 744E-09

3.650 253E-08

4.130 302E-09

8.849 559E-09

1.964 729E-07

7.695 786E-09

7.680 419E-09

7.553 484E-08

1.523 488E-08

5.951 180E-08

3.778 563E-08

2.505 612E-08

2.649 615E-08

1.800 047E-08

8.716 632E-09

9.638 055E-09

2.084 260E-07
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5 结论

针对传统 L-BFGS方法在用于求解非凸函数

极小值时不一定全局收敛的问题，本文提出了求

解非凸函数带参方程的改进 L-BFGS方法，建立

了算法的收敛性证明，进行了数值实验和分析，

选取 2 个典型求解无约束最优化问题的测试函数，

将可调节参数分段，并进行等间隔取值，从 500、

2 000、5 000数据规模进行了数值实验。实验分析

表明，本文提出的 L-MBFGS方法优于标准 L-
BFGS方法和ML-BFGS相似方法。
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