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0-1背包问题上界的快速计算方法

王正元
（火箭军工程大学，陕西 西安 710025）

摘摘 要要：为提高 0-1背包问题上界求解的速度与精确度，分析了拉格朗日松弛方法构造的精确

0-1背包问题上界模型，建立了该模型的快速求解算法，证明了精确 0-1背包问题上界

是拉格朗日乘子的凸函数。由此，提出了精确 0-1背包问题最小上界的求解方法，证

明了精确 0-1背包问题上界是物品数的单峰函数，且 0-1背包问题的上界恰好等于物品

数为关键物品数（关键物品数-1）时精确 0-1背包问题最小上界的最大值。结果表明：

该计算方法所需计算量与背包问题物品数成比例，计算速度较快，上界相对较小。通

过 6 500 例不同上界计算实验对比，提出的上界计算所需时间约为其他较优算法的

15.1%；上界占优比例 94.29%，而其他较优算法占优比例仅 68.71%。进一步表明该上

界算法可以快速构造较好的近似解，从而降低0-1背包问题的维数。
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Fast Algorithm for the Upper Bound of the 0-1 Knapsack Problem

WANG Zhengyuan
（Rocket Force University of Engineering, Xi’an 710025, China）

ABSTRACT: To improve the computational speed and accuracy of the algorithm for the upper
bound of the 0-1 knapsack problem（KP01）, this study analyzed the upper bound model of the
exact k knapsack problem（E-kKP）constructed by Lagrangian relaxation. First, the upper bound
of the（E-kKP）was proven to be a convex function of the Lagrangian multiplier, and an algo-
rithm for the minimum upper bound of（E-kKP）was proposed. Second, the upper bound of the
（E-kKP）was determined to be a unimodal function of the number of the items, and the upper
bound of the（E - kKP）equaled the maximum value of the minimum upper bound of the（E - k

KP）when the number of the items was the key item number（key item number-1）. The experi-
ments showed that the algorithm for the upper bound of the（E-kKP）proposed in this study re-
quires a proportional calculation to the number of the items, with fast calculatingion speed and
relatively small upper bound. From 6 500 experiments with different upper bounds, the calculat-
ingion time of the upper bound in this study is approximately 15.1% of that of other superior algo-
rithms, with an advantage rate of 94.29%, the others have an advantage rate of only 68.71%. In
addition, the proposed upper bound algorithm can quickly construct better approximate solutions
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and reduce the dimensionality of KP01.
KEYWORDS: combinatorial optimization problem；0-1 knapsack problem, upper bound；ex-

act k knapsack problem；Lagrangian relaxation

0-1背包问题（0-1 Knapsack Problem，KP01）

是一种典型的组合优化问题，在资源配置、车辆

配载、工业生产等领域应用广泛，因而对（KP01）

快速精确求解方法的研究具有重要理论意义和应

用价值。（KP01）可用整数线性规划模型[1]表示为

( KP01 )    max ∑
j = 1

n

pj xj

s.t. ∑
j = 1

n

wj xj ≤ C

xj = 0, 1
 j = 1, 2,⋯, n

其中：pj为物品 j的价值；wj为物品 j的重量；n为

背包问题的物品数；C 为背包容积；决策变量

xj ∈{ 0, 1}，表示是否选择物品 j放入背包中。

为便于研究，假设 pj、wj和 C为正数，物品按

照单位重量价值递减顺序排列，满足

p1
w1

≥
p2
w2

≥ ⋯ ≥
pn
wn

（1）

0 ≤ C -( w1 + w2 + ⋯ + ws - 1)< ws （2）

关键物品 s由式（2）确定。

（KP01）是一类多项式复杂程度的非确定性

（Non-deterministic Polynomial，NP）问题，研究

工作主要包括（KP01）的近似求解方法和精确求

解方法。近似求解方法主要表现为（KP01）求解

的智能算法，如早期的遗传算法、蚁群算法、和

声算法、狼群算法等，当前则倾向于将多种启发

式规则混合起来解决（KP01）、调度问题等组合优

化问题，包括混合变量微分进化算法[2]、自适应

微分进化算法[3]、二阶段合作进化算法[4]、基于强

化学习的协同水波优化算法[5]和协同多阶段超启

发式算法[6]等。精确求解方法主要包括分支定界

方法[7]、枚举法[8]、动态规划方法[1]等。其中，动

态规划方法求解效率较高，所需计算量与背包的

容积 C以及背包问题的物品数 n的乘积有关。若使

用动态规划方法直接计算容积大、物品数量多的

（KP01），计算量仍然十分巨大。例如，背包容积

为 123 456 789.123 456 789、物品数量为 105 时，

计算量可能达到 1023以上，每秒百亿次的计算机需

要计算约 31.7 万年。因此，动态规划方法往往作

为（KP01）精确求解中的一个重要组成部分。

Combo[1]是一种较好的混合方法，利用了（KP01）

的自身特点，从关键物品开始，采用“中心开花”

的扩展策略寻找（KP01）的核，即最难求解的

（KP01）的子问题。此时，（KP01）子问题中物品

没有确定是否放入背包中，而其余物品要么选择

放入背包中，要么不会放入背包中。无论是分支

定界方法，还是动态规划方法，都依赖（KP01）

的上界算法来降低（KP01）的维数，以便简化问

题求解。显然，（KP01）的任何一个近似解对应

目标函数值都是（KP01）的下界，利用（KP01）

的下界与上界，可以较好地实现（KP01）的降

维[9]，而利用（KP01）的上界算法可以构造很好

的近似解[10]。因此，（KP01）的上界算法是此类

问题快速精确求解的关键。

采用线性规划松弛方法，Dantzig[11] 构造了

（KP01）目标函数值的上界UD。Cunha等[7]改进了

（KP01）的分支定界算法。Ingargiola和Korsh[12-14]

提出了降维方法减少决策变量数。Martello 和

Toth[15]第一次提出了优于 UD的上界 UMT2。Fayard
和 Plateau[16]提出了（KP01）的一种附加约束的上

界。Müller-Merbach[17]认为，为了从分数背包问

题得到（KP01）的解，可以将分数背包问题解中

带小数的分量变为 0，或者至少改变一个分量的

值。通过改变决策变量中至少 2 个变量的值，

Martello和 Toth[18]提出了一种改进的上界 UMTM。

之后，他们进一步提出了最小紧集上界 Ukmin 和最

大紧集上界 Ukmax[19-20]，可行解中物品数量满足

kmin < s≤ kmax 时很难进一步改善上界[19]。Wang
等[10]提到了一种基于精确 0-1背包问题的（KP01）

上界算法，但缺乏相应的理论证明和计算方法。

对此，本文从可行解中物品数量正好等于 k的

精确 0-1 背包问题（Exact k- item Knapsack Prob-
lem，E-kKP）出发，构造了一种（KP01）上界

的快速计算方法。首先，分析了（E-kKP）上界

的特点，采用拉格朗日松弛方法建立了（E-kKP）
的上界模型，提出了给定参数（E-kKP）上界模

型求解方法和（E-kKP）最小上界模型的求解方

法。其次，建立（KP01）的上界模型，证明了

（E-kKP）最小上界的变化规律，提出了（KP01）

上界模型的快速求解方法。再次，比较了不同算
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法求解相同（KP01）的上界，并进行了计算量分

析。最后，简略介绍了上界算法在（KP01）降维

中的应用。结果表明，与现有（KP01）上界算法

相比，本文提出的上界算法具有显著优势，并且

可以有效地用于（KP01）降维和近似解构造。

1 精确0-1背包问题的上界

不同（KP01）上界算法所得上界最优目标值

差异较大的主要原因是，（KP01）上界问题的解

不是可行解。为了获得更小的（KP01）上界，一

种 途 径 是 在 （E - k KP） 上 界 的 基 础 上 得 到

（KP01）的上界。在（KP01）模型的约束中，增

加放入背包中物品数量约束，得到（E-kKP）。
（E-kKP）[21]的可行解中包含物品数正好等于 k，

数学规划模型可以表示为

( E - kKP )   maximize∑
j = 1

n

pj xj

s.t. ∑
j = 1

n

wj xj ≤ C

∑
j = 1

n

xj = k

xj = 0, 1, j = 1, 2,⋯, n

其中：放入背包物品数 k ∈{1, 2,⋯, n }。

1.1 精确0-1背包问题上界模型

采用拉格朗日松弛方法，处理（E-kKP）模

型中不等式约束，得到拉格朗日松弛问题 L ( E -

kKP,λ )[10]：

L ( E - kKP,λ ) fk( λ )= max∑
j = 1

n

pj xj +

λ ( C -∑
j = 1

n

wj xj )

s.t. ∑
j = 1

n

xj = k

xj = 0, 1
j = 1, 2,⋯, n

其中： fk( λ )是 L ( E - kKP )的最优目标函数值。

λ ( λ≥ 0 )为拉格朗日乘子。

定理定理 1 拉格朗日松弛问题 L ( E - kKP,λ )( λ
≥ 0 )的最优目标函数值 fk( λ )是( E - kKP )的一个

上界。

证 明 ： 设 x* 是 ( E - kKP )的 最 优 解 ， x 是

L ( E - kKP,λ )的最优解。则

∑
j = 1

n

wj x*
j ≤ C

∑
j = 1

n

pj x*
j ≤∑

j = 1

n

( pj - λwj) x*
j + Cλ≤

max∑
j = 1

n

( pj - λwj) xj + Cλ=

fk( λ ),λ≥ 0
因此，L ( E - kKP,λ )的最优目标函数值是

( E - kKP )的一个上界。

1.2 给定参数的精确 0-1背包问题上界模型求解

方法

对于给定参数 λ，利用算法 1 在 O ( n )时间内

可以求解拉格朗日松弛问题 L ( E - kKP,λ )。
算法算法 1 计算最大 k项 pj - λwj之和 v ( λ, k )的

分割方法

Step1 输入背包中物品数 n、物品重量和价

值 ( wj, pj), j = 1, 2,⋯, n ， 设 定 候 选 集 S: =
{1, 2,⋯, n }；

Step2 t: = k；
Step3 r =∑

i ∈ S

( pi - λwi) /|S|；

Step4 H: ={ j ∈ S|pj - λwj > r }，E: ={ j ∈S|
pj - λwj = r }，L: ={ j ∈ S|pj - λwj < r }；

Step5 如果 |H|> t，则 S: = H，返回 Step3；

Step6 如果 |H| + |E|< t，则 S: = L, t: = t -
|H|- |E|，返回 Step3；

Step7 v ( λ, k ) : = ∑
j ≤ n

pj - λwj > r

( pj - λwj) + kr -

|{ j≤n|pj - λwj > r }|r，退出计算。

利用算法 1，可得到( E - kKP )模型的目标函

数值的上界 fk( λ )：

fk( λ )= v ( λ, k )+ Cλ （3）

例 1 ：计算( E - 6KP )的上界 f6( 2 )，其中物

品价值 pi、重量 wi以及背包容积 C分别为

( wi, pi)=( 610 - 10i, 52 - i ), i = 1, 2,⋯, 50,
C = 555 9

解：按照算法1，首先设定

S: ={1, 2,⋯, 50 }, t: = 6,λ = 2
通过计算可得

r = -328.5
H: ={ j ∈ S|pj - λwj > r }={1, 2,⋯, 6 }, E: = ∅,

L: ={ 7, 8,⋯, 50 }

恰 好 满 足 |H|= t， 求 得 v ( 2, 6 )= -1593 ，

( E - 6KP )的上界 f6( 2 )为

f6( 2 )= v ( 2, 6 )+ 2C = 9 525
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1.3 精确 0-1背包问题上界模型及其快速求解方

法

在算法 1 和公式（3）的基础上可计算( E -

kKP )上界为 fk( λ )。为了使 fk( λ )尽可能小，( E -

kKP )最小上界数学模型为

Bk = fk( λk)= min
λ ≥ 0 fk( λ ) （4）

其中：Bk为最小上界。

为了快速计算公式（4）中 Bk，通过定理 2 证

明 fk( λ )是拉格朗日乘子 λ的凸函数，定理 3 给出

fk( λ )中 λ的变化范围。

定理定理 2 L ( E - kKP,λ )的最优目标函数值

fk( λ )是 λ ( λ≥ 0 )的凸函数。

证 明 ： 对 任 意 α( 0 < α < 1 )， 0 ≤ λ1 < λ2 ，

x* =( x*1, x*2,…, x*
n)是 L ( E - kKP,αλ1 +( 1- α )λ2)

的最优解，则

fk( αλ1 +( 1- α ) λ2)= C [ αλ1 +( 1- α ) λ2]+

∑
j = 1

n

{ pj -[ αλ1 +( 1- α ) λ2] wj} x*
j =

α [ C +∑
j = 1

n

( pj - λ1wj) x*
j ]+( 1- α )

[ C +∑
j = 1

n

( pj - λ2wj) x*
j ]≤

αfk( λ1)+( 1- α ) fk( λ2)

所 以 L ( E - kKP,λ )的 最 优 目 标 函 数 值 是

λ ( λ≥ 0 )的凸函数。

定理定理 3 如果( E - kKP )存在可行解，则存在

fk( λ )的最小值点 λk ∈[ 0,λ0]，使得

Bk = fk( λk)= min { fk( λ )|λ≥ 0 }

λ0 可以表示为

λ0 = max{ }pi - pj
wi - wj

| wi > wj, pi > pj, i, j ≤ n +

max{ }pi
wi

| i≤ n

证 明 ： 令 x( 1 ) =( x( 1 )1 , x( 1 )2 ,…, x( 1 )
n )表 示 L ( E -

kKP,λ )的最优解。显然有

λ0 = max{ }pi - pj
wi - wj

| wi > wj, pi > pj, i, j ≤ n +

max{ }pi
wi

| i≤ n > pi - pj
wi - wj

,wi - wj ≠ 0
可得

pi - λ0wi < pj - λ0wj,wi > wj

由( E - kKP )存在可行解，可知

min{ }∑
j = 1

n

wj xj
|

|
||∑
j = 1

n

xj = k, xj = 0, 1 ≤ C

因而

∑
j = 1

n

wj x( 1 )
j = min{ }∑

j = 1

n

wj xj
|

|
||∑
j = 1

n

xj = k, xj = 0, 1 ≤ C

λ> λ0 时
( pj - λwj)-( pi - λwi)>( pj - λ0wj)-

( pi - λ0wi)> 0,wi > wj

fk( λ )=∑
j = 1

n

pj x( 1 )
j + λ ( C -∑

j = 1

n

wj x( 1 )
j )≥ fk( λ0)

由于 fk( λ )在[ 0,+∞ )上连续，其最小值点一

定不超过 λ0，即

λk = arg min { fk( λ )|λ≥ 0 },λk ∈[ 0,λ0]

从定理 3可知，( E - kKP )的上界 fk( λ )的最小

值点一定在有界区域内。

定理 4 给出了 λ是否为 fk( λ )的最小值点 λk的

判别依据。

定理定理 4 如果 λk是 L ( E - kKP,λ )的最优解且

λk > 0， 则

∑
j = 1

n

wj xj > C, 0 ≤ λ< λk

∑
j = 1

n

wj xj < C,λ> λk

其中：k ∈{1, 2,⋯, n }为放入背包中物品数；wj是

物品 j的重量；n是物品数；C是背包容积；决策

变量 xj ∈{ 0, 1}表示是否选择物品 j放入背包中；

λ ( λ≥ 0 )和 λk为拉格朗日乘子。

证明：由定理 2 可知， fk( λ )是 λ的凸函数，

当且仅当∑
j = 1

n

wj xj < C时， fk( λ )在[ λk,+∞ )上单调

增，当且仅当∑
j = 1

n

wj xj > C时， fk( λ )在[ 0,λk]上单

调减。

由 定 理 4 可 知 fk( 0 )≥ fk( λk)， 当 且 仅 当

λk = 0 时取等号。λk ≠ 0 时，由公式（1）和公式

（2） 可 知 ： k < s 时 ，∑
j = 1

k

wj < C， 而 pk + 1/wk + 1 ≤

pk/wk，从而 fk( pk/wk)> fk( pk + 1/wk + 1)。因此，k <
s时，λk 取值范围可变更为[ 0, pk/wk]。k≥ s时，

∑
i = 1

k

wi > C，而 pk + 1/wk + 1 ≤ pk/wk，从而 fk( pk/wk)≤

fk( pk + 1/wk + 1)。因此，k≥ s时，λk 取值范围可变

更为[ pk + 1/wk + 1,λ0]。实际计算过程中，为了避免

因计算 λ0 消耗太多时间，通常采用二分法获得 λk

所在区域的右端点。

为便于估计计算量，采用一维搜索方法计算



王正元： 0-1背包问题上界的快速计算方法2025年 35

( E - kKP )的最小上界，如通过黄金分割法 100 次

搜索后，近似解所在区间的长度变为原区间长度

的 1.255 589 × 10-21 倍，因而上界 Bk 所需计算量仍

为O ( n )。计算上界 Bk的计算步骤如算法2所示。

算法算法2 ( E - kKP )最小上界 Bk的计算方法

Step1 输入物品数 n、物品重量和价值( wj,

pj), j = 1, 2,⋯, n，输入解中放入背包中物品数 k，

设定初始步长 d = 1，按照公式（3）计算关键物

品 s；

Step2 如 果 k < s ， 则 给 定 区 间 [ a, b ]=
[ 0, pk - 1/wk - 1]，执行算法 3，得到最优上界 Bk，退

出计算；否则，继续执行后续步骤；

Step3 a = pk + 1/wk + 1，b0 = a，b1 = a + d，计

算 fk( b0)和 fk( b1)；

Step4 b2 = b1 + d，计算 fk( b2)；

Step5 如果 fk( b2)> fk( b1)，则[ a, b ]=[ b0,

b2]，执行算法 3，得到最优上界 Bk，退出计算；否

则，继续执行后续步骤；

Step6 d = d + d,b0 = b1,b1 = b2，返回 Step4。

算法算法3 给定区间[ a, b ]时上界 Bk的计算方法

Step1 输入背包中物品数、物品重量和价值

( wj, pj), j = 1, 2,⋯, n，输入解中放入物品数 k，输

入区间端点 a、b，a < b，精度 ε；

Step2 c =( a + b ) /2，计算 fk( a )、fk( b )和

fk( c )；

Step3 计算

d = a + c
2 -

[ fk( c )- fk( a )]( b - a )

2 {
c - a
b - c

[ fk( b )- fk( c )]- fk( c )+ fk( a )}
；

Step4 如果 b - a < ε，则取 λk = arg min{ fk
( λ ) | λ= a, b, c },Bk = fk( λk)，退出计算；

Step5 如 果 |d - c|< ε ， 当 b - a > 2c 时 ，

d = 0.8c + 0.2b；b - a≤ 2c时，d = 0.8c + 0.2a；
Step6 如果 d - a < ε，d = 0.9a + 0.1c；
Step7 如果 b - d < ε，d = 0.9b + 0.1c；
Step8 如 果 c < d ， 当 fk( d )> fk( c ) 时 ，

b← d， fk( d )≤ fk( c )时 ， a ← c， c ← d， 返 回

Step3；

Step9 fk( d )> fk( c ) 时 ， a ← d ， fk( d )≤

fk( c )时，b← c，c ← d，返回 Step3；

采用算法 2 计算例 1 中( E - 6KP )的最小上界

B6，参数精度为 10-9，计算结果如表1所示。

表表 11 计算最小上界计算最小上界B6时最优解所在区间的左右端点时最优解所在区间的左右端点

Tab. 1 Interval Terminals of the optimal solution of the

minimum upper-bound B6

迭代
次数

1

3

5

7

9

a

0

0

0

0

0

b

0.083 636 364

0.004 181 818

4.181 82E-05

4.181 82E-07

4.181 82E-09

迭代
次数

2

4

6

8

10

a

0

0

0

0

0

b

0.041 818 182

0.000 418 182

4.181 82E-06

4.181 82E-08

4.181 82E-10

从表 1可以看出，仅仅迭代计算了 9次，就将

最优解所在区间从[0，0.083 636 364]压缩到了[0，

4.181 82E-10]，得到满足精度要求的最小上界值

B6 = 291。

2 0-1背包问题的上界

由于( E - kKP )的最小上界随 k变化而变化，

（KP01）的上界为( E - kKP )最小上界的最大值，即

UW = max { Bk|1≤ k≤ n } （5）

2.1 精确0-1背包问题最小上界的变化规律

为了快速计算（KP01）的上界，按照公式（5）

计算时所需的计算量较大，需要进一步探索( E -

kKP )的最小上界 Bk 随 k变化而变化的内在规律，

用于设计（KP01）上界的计算方法。

例 2：计算( E - kKP )的最小上界 Bk( k = 1,
2,⋯, 50 )和给定数据确定（KP01）的上界 UW。背

包问题中物品价值、重量及背包容积与例1相同。

解：采用算法 2 计算( E - kKP )的最小上界

Bk( k = 1,2,⋯, 50 )，计算结果如表2和图1所示。

表表 22 （（E--kKP））的最小上界的最小上界BBkk

Tab. 2 Minimum upper-bound BBkk for （（E--kKP））

k

1

4

7

10

13

16

19

22

25

Bk

51

198.0

336.0

465.0

438.9

411.9

384.9

357.9

0

k

2

5

8

11

14

17

20

23

⋯

Bk

101.0

245.0

380.0

456.9

429.9

402.9

375.9

348.9

⋯

k

3

6

9

12

15

18

21

24

50

Bk

150.0

291.0

423.0

447.9

420.9

393.9

366.9

339.9

0

注：k = 1, 2,⋯,50
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由 表 2 可 知 ， 按 照 公 式 （5）， 可 得 相 应

（KP01）的上界为 465。

图图 11 （（E--kKP））的最小上界的最小上界BBkk 的变化规律的变化规律

Fig. 1 Variation law of the minimum upper bound

BBkk for （（E--kKP））

从图 1 可以看出，( E - kKP )的最小上界 Bk先

随 k增大而增加，达到最大值以后将随着 k增大而

减少，直至下降为 0。( E - kKP )的最小上界 Bk在

k = 10 处取得最大值，而关键物品恰好是 s = 11。
通过定理 5 指出( E - kKP )的最小上界 Bk 随 k变化

的一般规律。

定理定理 5 （KP01）的上界 Bs* = max { Bk∶1≤
k≤ n }满足

Bk ≤ Bk + 1, 1≤ k < s*

Bk ≥ Bk + 1, s* ≤ k < n - 1
其中：Bk由式（4）确定，k为装入背包中物品数，

k = s* 处 Bk取得最大值。

证明：设 Bk = λkC +∑
i = 1

k

( pdki - λkwdki)，则 dki ∈

{1,2,⋯, n }满足

pdk1 - λkwdk1 ≥ pdk2 - λkwdk2 ≥ ⋯ ≥ pdkn - λkwdkn

因为

Bs* = max { Bk | 1≤ k < n }

则

Bs* ≥ Bs* - 1,Bs* ≥ Bs* + 1

由定理3可知

fs*( λs* - 1)≥ fs*( λs*)

pd
s* - 1s* - 1 - λs* - 1wd

s* - 1s* - 1 ≥ pd
s* - 1s* - λs* - 1wd

s* - 1s* ≥

Bs* - Bs* - 1 > 0
则

Bs* - 1 ≥ Bs* - 1 -( pds* - 1s* - 1 - λs* - 1wd
s* - 1s* - 1)≥ Bs* - 2

同理可得，Bk ≥ Bk - 1,k = s* - 2,s* - 3,⋯,2。
另一方面

pd
s* + 1s* + 2 - λs* + 1wd

s* + 1s* + 2 ≤ pd
s* + 1s* + 1 - λs* + 1wd

s* + 1s* + 1 ≤

Bs* + 1 - Bs* ≤ 0
则

Bs* + 2 ≤ Bs* + 1 + pds* + 1s* + 2 - λs* + 1wd
s* + 1s* + 2 ≤ Bs* + 1

同理可得，Bk ≥ Bk + 1,k = s* + 2,⋯,n - 2。
2.2 0-1背包问题上界模型的快速计算方法

从定理 5 可知，（KP01）上界模型的快速计

算，关键在于确定 s*。定理 6 给出( E - kKP )最小

上界 Bk何时取最大值和最小上界 Bk最大值计算的

简易方法。

定理定理6 （KP01）的上界为

UW = max { Bs,Bs - 1} （6）

其中：关键物品 s由式（2）确定。

证 明 ： 设 dki ∈{1,⋯, n }满 足 pdk1 - λkwdk1 ≥

pdk2 - λkwdk2 ≥ ⋯ ≥ pdkn - λkwdkn。

（1）证明 Bs - 1 = max { Bk|k = 1, 2,⋯, s - 1}。
由式（2）可知，∑

i = 1

s - 1
wi ≤ C。当∑

i = 1

s - 1
wi = C时

Bs - 1 = fs - 1 ( )ps
ws

= fs - 2 ( )ps
ws

+

ps - 1 -
ps
ws

ws - 1 ≥ fs - 2 ( )ps
ws

≥ Bs - 2

由 式（1）可 知 ，
ps
ws

≤
ps - 1
ws - 1

， 因 而 ， 当

∑
i = 1

s - 1
wi < C时

fs - 1 ( )ps
ws

≤ fs - 1 ( )ps - 1
ws - 1

由定理4可知，
ps - 1
ws - 1

> λs - 1，从而

λs - 1C +∑
i = 1

s - 1
( pi - λs - 1wi)≥

λs - 1C +∑
i = 1

s - 1 ( )pi -
ps - 1
ws - 1

wi

由定理1、定理3可得

Bs - 1 = λs - 1C + max ìí
î
∑
i = 1

n

( pi - λs - 1wi) xi

ü
ý
þ

|

|
||∑
i = 1

n

xi = s - 1, xi = 0, 1 ≥

λs - 1C +∑
i = 1

s - 1
( pi - λs - 1wi)

因此

pds - 1s - 1 - λs - 1wds - 1s - 1 >

min{ }pi -
ps - 1
ws - 1

wi|i = 1,⋯, s - 1 =
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ps - 1 -
ps - 1
ws - 1

ws - 1 = 0
Bs - 1 > Bs - 1 -( pds - 1s - 1 - λs - 1wds - 1s - 1)≥ Bs - 2

由定理5可得

Bs - 1 = max { Bk|k = 1,2,⋯, s - 1}
（2）证明 Bs = max { Bk|k = s, s + 1,⋯, n }。

由式（2）可知，
ps
ws

≥
ps + 1
ws + 1

，∑
i = 1

s

wi > C，此时

fs ( )ps
ws

≤ fs ( )ps + 1
ws + 1

由定理4可知，
ps
ws

< λs，从而

pdss - λswdss = min { pdsi - λswdsi | i = 1, 2,⋯, s }≤

min{ }pi -
ps
ws

wi | i = 1, 2,⋯, s = ps -
ps
ws

ws = 0
pdss + 1 - λswdss + 1 ≤ pdss - λswdss ≤ 0

由定理1、定理3可知

Bs = λsC +∑
i = 1

s + 1
( pdsi - λswdsi) -

( pdss + 1 - λswdss + 1)≥ Bs + 1

由定理5可得 Bs = max { Bk|k = s, s + 1,⋯,n }。

综上所述，（KP01）的上界为 UW = max { Bs,

Bs - 1}。

（KP01）的上界计算方法见算法4。

算法算法4 （KP01）的上界计算方法

Step1 输入背包中物品数 n、背包的容积 C，

输入物品重量和价值( wj, pj), j = 1, 2,⋯, n，按照

公式计算关键物品 s；

Step2 采用算法 2，计算精确 0-1背包问题的

最小上界 Bs - 1、Bs；

Step3 按照公式（6），得到（KP01）的上界

UW = max { Bs - 1,Bs}。输出结果，退出计算。

例 2 中，为了得到（KP01）的上界，利用算

法 4，得到 s = 11，B10 = 465，B11 = 456.9，从而

得到 （KP01）的上界 UW = max { B10,B11}= 465。

可以看出，利用算法 4，计算（KP01）上界的计

算量仍然是O ( n )。

3 实验结果比较

3.1 0-1背包问题不同类型上界算法计算结果对

比

例 3：采用不同上界算法计算表 3 中（KP01）

的上界，物品价值和重量随机生成，每一个类型

的（KP01）都有 100个（KP01），背包容积按照下

式确定：

C =[ h∑
i = 1

n

( wi /101 )], h = 1, 2,⋯, 100, n = 104

采用不同上界算法计算表 3 中 6 500 个不同

（KP01），表 4 列举了不同上界占优的比例。可以

看出，6 500 个问题中上界 UW有 6 129 次占优，比

例高达 94.29%，而其他最好的上界 Ukmax 占优次数

为 4 466 （比例为 68.71%）。结果表明，上界 UW总

是优于上界Ukmax 和UD，且大多数情况下上界UW优

于上界UMT2 和UMTM。

3.2 计算量分析

本文研究（KP01）上界的快速计算方法，算

法 4 的关键是调用算法 2 计算两个( E - kKP )的最

小上界 Bk( k = s - 1, s )；算法 2 针对( E - kKP )中 k

表表 33 0-1背包问题的物品重量与价值背包问题的物品重量与价值[22]

Tab. 3 Weights and values of 0-1 knapsack problems[22]

序号

1

3

5

7

9

11

13

( wi, pi), i = 1, 2,⋯, 104

( [ R + 100ui],[ 1000vi])
( [ Rui],[ R ( ui + 0.2vi - 0.1 )])

( [ Rvi + 0.1R ],[ Rvi])

( [ Rui],[ Rui])

( [ Rui], é ùRui/3 )

Uncorrelated span（2；10）

Strongly correlated span（2；10）

序号

2

4

6

8

10

12

( wi, pi), i = 1, 2,⋯, 104

( [ Rui],[ Rui])

( [ Rui],[ Rui + 0.1R ])

( [ Rui],[ R ( ui + 0.098 + 0.004vi)])
( [ Rui],ë û2R/3 ui ( 4 - ui ) )

( [ Rui],[ Rui + 0.3R ]),Rui%6 = 0 ;
( [ Rui],[ Rui + 0.2R ]),Rui%6 ≠ 0
Weakly correlated span（2；10）

*注：ui、vi在[0，1]上均匀分布。 R = 103, 104, 105, 106, 107。
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表表 44 6 500个例子中达到最优上界的例子个例子中达到最优上界的例子数数

Tab. 4 Sum of the optimal upper bounds in 6 500

instances

上界

UD

UMT2

UMTM

Ukmax

UW

上界占优
次数[10]

2 957

3 029

3 409

4 466

6 129

占优上界等于
UW的比例/%

100

98.94

89.12

100

100

与关键物品 s的大小关系确定最小上界 Bk对应拉格

朗 日 乘 子 λk 所 在 区 间 （k < s 时 所 在 区 间 为

[ 0,Pk - 1/wk - 1]，k≥ s时所在区间采用二分法搜索

得到），然后调用算法 3 计算最小上界 Bk；算法 3

搜索最小上界 Bk，迭代计算过程中调用算法 1 的

次数不超过 30次；算法 1计算给定拉格朗日乘子 λ

时( E - kKP )的上界，计算量为 O ( n )。因此，本

文研究的（KP01）上界的快速计算方法所需计算

量为O ( n )。

表 5列举了不同上界算法分别求解例 3中不同

（KP01）所需平均计算时间，可以看出，本文上界

UW的平均计算时间不到上界 Ukmax 平均计算时间的

一半，全部 6 500 例上界 UW 的计算时间仅为上界

Ukmax 计算时间的 15.1%，其主要原因是给定初始解

较好，算法2、算法3的迭代求解效率很高。

表表 55 不同方法计算上界平均消耗时间不同方法计算上界平均消耗时间

Tab. 5 Mean time consumption of different upper bound algorithms

( No,R )

(1,103)

(1,104)

(1,105)

(1,106)

(1,107)

(3,103)

(3,104)

(3,105)

(3,106)

(3,107)

(5,103)

(5,104)

(5,105)

(5,106)

(5,107)

(7,103)

(7,104)

(7,105)

(7,106)

(7,107)

(9,103)

平均消耗时间/s

UMT2

0.000 9

0.000 2

0.000 2

0.000 2

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.002 0

0.000 9

0.000 9

0.000 2

0.000 9

0.000 9

0.000 3

0.001 9

0.001 1

0.000 9

0.001 1

UMTM

0.000 9

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.000 2

0.001 9

0.000 9

0.000 2

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.000 9

0.001 1

0.001 7

0.001 9

0.001 9

0.000 9

0.001 1

0.000 2

Ukmax

0.051 2

0.057 8

0.076 7

0.133 1

0.132 5

0.051 4

0.045 6

0.050 8

0.056 9

0.058 3

0.050 6

0.058 6

0.044 8

0.050 6

0.050 1

0.053 4

0.053 4

0.049 4

0.051 2

0.057 2

0.080 0

UW

0.021 9

0.020 6

0.035 8

0.002 5

0.002 5

0.013 6

0.010 6

0.011 7

0.013 9

0.015 6

0.004 4

0.005 3

0.004 7

0.003 9

0.004 7

0.003 9

0.003 1

0.003 9

0.003 9

0.003 1

0.013 0

( No,R )

(2,103)

(2,104)

(2,105)

(2,106)

(2,107)

(4,103)

(4,104)

(4,105)

(4,106)

(4,107)

(6,103)

(6,104)

(6,105)

(6,106)

(6,107)

(8,103)

(8,104)

(8,105)

(8,106)

(8,107)

(10,103)

平均消耗时间/s

UMT2

0.002 0

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.000 9

0.000 2

0.001 9

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.001 9

UMTM

0.000 9

0.000 9

0.001 7

0.001 9

0.000 9

0.001 7

0.000 2

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.001 6

0.000 9

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.001 1

0.000 9

Ukmax

0.052 2

0.056 7

0.058 6

0.065 9

0.063 8

0.149 2

0.159 4

0.149 5

0.159 7

0.167 0

0.146 1

0.142 5

0.177 7

0.164 1

0.173 4

0.157 7

0.169 4

0.155 6

0.163 3

0.173 6

0.068 3

UW

0.013 3

0.013 4

0.012 8

0.012 7

0.016 9

0.003 7

0.003 9

0.003 7

0.003 0

0.002 8

0.020 2

0.015 6

0.015 6

0.012 8

0.013 9

0.006 4

0.008 6

0.005 3

0.007 5

0.006 7

0.010 6
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续表

( No,R )

(9,104)

(9,105)

(9,106)

(9,107)

(11,103)

(11,104)

(11,105)

(11,106)

(11,107)

(13,103)

(13,104)

(13,105)

平均消耗时间/s

UMT2

0.000 9

0.000 9

0.001 9

0.001 9

0.001 1

0.001 9

0.000 2

0.000 9

0.000 2

0.000 9

0.000 9

0.000 9

UMTM

0.001 1

0.001 9

0.000 2

0.000 9

0.000 2

0.001 1

0.000 9

0.000 9

0.001 9

0.001 9

0.001 9

0.000 9

Ukmax

0.088 7

0.086 6

0.090 9

0.093 8

0.070 0

0.087 5

0.069 4

0.063 4

0.078 0

0.066 6

0.078 0

0.076 2

UW

0.009 4

0.014 8

0.013 1

0.014 7

0.016 4

0.019 8

0.012 7

0.014 4

0.014 2

0.013 9

0.012 2

0.015 0

( No,R )

(10,104)

(10,105)

(10,106)

(10,107)

(12,103)

(12,104)

(12,105)

(12,106)

(12,107)

(13,106)

(13,107)

平均消耗时间/s

UMT2

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.001 7

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.000 9

0.000 9

0.000 2

UMTM

0.001 9

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.000 9

0.001 9

0.000 9

0.001 9

0.001 6

0.000 9

0.000 9

Ukmax

0.080 2

0.078 4

0.079 8

0.079 7

0.072 5

0.077 3

0.068 1

0.073 4

0.085 0

0.073 4

0.077 0

UW

0.012 8

0.016 3

0.013 9

0.016 6

0.012 5

0.013 6

0.011 4

0.010 9

0.017 5

0.013 4

0.015 3

4 0-1背包问题上界的应用

（KP01）的上界可用于构造（KP01）的近似

解[10]，从而实现（KP01）的降维。

例 4：背包问题中物品价值、重量以及背包容

积与例1相同，采用上界算法降低其维数。

解：由公式（2）可知，关键物品 s = 11。采

用文献[10]中的方法，得到（KP01）的最优近似

解 为 x( 0 ) =( 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0,⋯, 0 )， 对

应的目标函数值为 f0 = 465。从表 2 可知，精确 0-

1 背包问题的上界 B9 = 423 ,B11 = 456.9 < f0，因而

放入背包的物品数量不等于 10 时，可行解对应目

标函数值都小于465。

放入背包的物品数量等于 10 时，λ10 = 0，后

40 件物品的任一物品价值都小于前 10 件物品中任

一物品的价值，说明近似解为 x( 0 )对应放入背包的

10件物品价值之和 f0 为最大值。

综上，可确定物品 11、物品 12、⋯、物品 50

不放入背包中，物品 1、物品 2、⋯、物品 10放入

背包中，从而将原（KP01）的变量维数降低到0。

一般地，按照文献[9]中（KP01）的降维方

法，比较不同情况下（KP01）的上界与近似解的

目标函数值 （下界），可以确定一件物品是否应该

选择放入背包中，达到（KP01）降维的目的。

5 结论

0-1 背包问题的上界是快速精确求解（KP01）

的基础。利用上界算法可以构造（KP01）近似解，

也可以降维。本文证明了( E - kKP )的上界 fk( λ )

是 λ的凸函数，( E - kKP )的最小上界 Bk是非负整

数 型 变 量 k 的 单 峰 函 数 ， 在 此 基 础 上 构 造 了

（KP01）上界的一种快速计算方法，计算复杂性为

O ( n )。后续，可以采用文献[23]中线搜索方法代

替算法 3进一步减少计算量。如何利用本文上界算

法快速高效降维，值得进一步深入研究。
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