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基于线弹性动力学法的仿人咀嚼机器人
弹动力学性能分析

程 晨，袁晓静，曾繁琦，王友才，罗伟蓬，刘 建
（火箭军工程大学，陕西 西安 710025）

摘摘 要要：为掌握由 6 条主动旋转副-被动球副-被动球副（Revolute-Spherical-Spherical，RSS）
并联构成的仿人咀嚼机器人的弹动力学特性，使用线弹性动力学方法建立了机构整体

的弹性动力学模型，并通过基于梯形法则步长和向后差分算法对其形变和自然频率进

行了数值计算。首先，根据 6RSS并联机构的特点作出 4个基本假设，在此基础上分别

建立曲柄、连杆和末端执行器的动力学模型；然后，根据不同部件连接处节点的变形

协调条件，建立相互独立的广义坐标；最后，通过装配所有连杆和末端执行器的模型，

得到整体咀嚼机器人机构的线弹性动力学模型。在跟踪给定的咀嚼轨迹过程中，分别

求得有、无咀嚼反力时末端执行器的形变及整机的自然频率。结果表明：尽管机构的

形变量在有咀嚼反力时比无咀嚼反力时要更大，但在 6个运动方向上的最大形变量分

别为 0.017 0 mm、0.001 1 mm、0.028 0 mm、7.1×10-6°、4.9×10-4°、7.0×10-6°，各

数值均较小；同时，机构整体的最小自然频率为 300 Hz，远超人的咀嚼频率，表明所

设计的咀嚼机器人有较好的弹动力学性能。
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Linear Elastodynamic Method-based Elastodynamic Performance
Analysis of a Humannoid Masticatory Robot

CHENG Chen，YUAN Xiaojing，ZENG Fanqi，WANG Youcai，
LUO Weipeng，LIU Jian

（Rocket Force University of Engineering, Xi’an 710025, China）

ABSTRACT: To understand the elastodynamic characteristics of a parallel humanoid masticato-
ry robot with 6RSS（Revolute-Spherical-Spherical）chains, a linear elastodynamic method was ap-
plied to establish an overall elastodynamic model of the mechanism. Numerical calculations were
performed on the deformation and natural frequency based on the trapezoidal rule size and back-
ward difference algorithm. First, four basic assumptions were made based on the characteristics of
the 6RSS parallel mechanism, and dynamic models of the cranks, couplers, and end effectors
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were constructed on this basis, respectively. Subsequebtly, independent generalized coordinates
were established according to the deformation coordinates of the nodes at different component
connections. Finally, a linear elastodynamic model of the overall masticatory robot mechanism
was developed by assembling the models of all the linkages and end effectors. During the process
of tracking a given masticatory trajectory, the deformation of the end effector and the natural fre-
quency of the entire machine with and without chewing reaction forces were computed, respec-
tively. The results show that although the deformation of the entire machine is larger with the
chewing reaction forces than without the forces, the maximum deformations in the six directions
are only 0.017 0 mm, 0.001 1 mm, 0.028 0 mm, 7.1×10-6°, 4.9×10-4°, 7.0×10-6°, all of which
are small. In addition, the minimum natural frequency is 300Hz, far exceeding the chewing fre-
quency of humans, which indicates that the masticatory robot has good ealstodynamic perfor-
mance.
KEYWORDS: masticatory robot；parallel mechanism； linear elastodynamic method；elastody-

namic performance

从机构学的角度来看，人体咀嚼系统是一个

典型的并联机构，因为咀嚼肌肉是通过并行地共

同驱动下颚运动来完成牙齿对食物的撕咬、切断

和研磨，以便进一步吞咽[1]。相关研究人员对此

开展了大量工作并致力于开发仿人咀嚼机器人，

用于研究咀嚼系统生物力学、测试食品特性等。

例如，Chow等[2]使用人的表面咀嚼肌电信号和咀

嚼机器人来对颞下颌关节作用力进行测量；Chen
等[3]开展了仿人咀嚼机器人的运动学和模糊控制

研究，用于定量分析食品特性；Mostashiri等[4]对

咀嚼机器人的驱动力进行了优化，以实现咀嚼时

关节约束力最小化的目的；Chen等[5]设计了一种

三自由度杆件式咀嚼机器人，用其再现人咀嚼力

并测试咀嚼食品颗粒；Wen等[6-7]使用单位统一的

Jacobian矩阵，用于咀嚼机器人的优化设计，并研

发了一种新式线驱动直线作动器来模仿咀嚼肌产

生的张力。本文受到咀嚼系统生物结构的启发，

设计了一种内核为六自由度并联机构的仿人咀嚼

机器人。该机构通过由 6条主动旋转副-被动球副-

被动球副（Revolute-Spherical-Spherical，RSS）构

成的支链来模拟咀嚼系统中最重要的 6块肌肉，从

而来并行驱动末端执行器，即下颚。该咀嚼机器

人主要用于食品行业模拟人咀嚼行为，助力于开

发和测试新食材的咀嚼性能[8]，以克服当前主要

测试设备只能进行简单的一维冲压而导致食品材

质测试不准确的弊端。

文献[8-9]均假设咀嚼机器人的本体为刚体，

并对机构的刚性运动学和动力学逆解进行了分析，

包括使用微分运动学法得到主动关节位移、速度、

加速度和末端执行器运动之间的函数方程以及使

用牛顿-欧拉法则获得驱动力矩及被动关节约束力

与末端执行器运动之间的函数方程，同时计算得

到了机构在跟踪给定轨迹时上述变量的具体数值。

而在机器人的实际使用过程中，构件大范围的刚

性运动和弹性形变并存，刚性运动产生的惯性力、

离心力和科氏力会引发构件发生弹性形变，而弹

性形变则会降低刚性运动的精度和稳定性。同时，

咀嚼机器人在对研发的新食品进行仿人咀嚼过程

中，不可避免会因为自身惯性力和咀嚼反力而产

生形变。针对上述弹性动力学问题，目前常用的

求解方法主要有线弹性动力学法[10]和浮动参考坐

标系法[11]。线弹性动力学法只考虑刚性运动对弹

性形变的影响，不计后者对前者的影响以及两者

的耦合作用，主要适用于零件刚度较大、机构运

动速度较慢的情况。例如，Alessandro等[12]通过线

弹性动力学法对含有 3个平动自由度和 1个转动自

由度的并联机构的弹动力学性能进行了优化；

Song等[13]利用线弹性动力学方法建立了二自由度

旋转并联机构的弹动力学模型，并使用三维 Eul-
er-Bernoulli梁单元描述杆件的柔性，分析了机构

的自然频率；Sun等[14]在一种五自由度并联机构

的设计阶段中，为使其振动和形变达到最小，在

所建立的线弹性动力学模型中优化分析了几何误

差影响，并通过有限元法和实验，验证了数学模

型的正确性；Wu等[15]通过 KED法分析了一个平

面二自由度并联机构中的关键结构参数对频率和

敏感度的影响，以确定机械设计中的关键参数值。

然而，当机构运动速度较大且杆件刚度较小时，
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利用线弹性动力学方法建立的模型在精确度方面

表现较差。相比之下，浮动参考坐标系法能够准

确描述构件刚柔运动之间的相互影响，模型虽然

复杂，但计算精度得到显著提升。因此，浮动参

考坐标系法通常用于建立一些构型较为简单的多

体系统和平面并联机构的刚柔耦合模型，如平面

3-PRR机构[16]、平面 Lambda并联机构[17]和含 2个

平行四边形连杆的并联机构[18-19]等。但由于模型

的复杂性，至今还未将其应用在空间并联机构的

建模中。除此之外，还有一些其他用于分析机构

弹动力学特性的方法，如Ma等[20]提出一种基于运

动学模型和计算机辅助分析软件的建模方法，但

该方法对辅助软件的使用要求较高；Zhu等[21]使

用传递矩阵法求解 Stewart机构的振动特性，通过

高阶系数矩阵求解自然频率，导致其计算量增加，

因而只能获得机构在单个位姿时的振动特性；

Stabile等[22]使用牛顿-欧拉法则分析了 Stewart平
台边界条件对隔振性能的影响；Yu等[23]使用结构

动力学方法建立了并联机床的动力学模型，并对

其频率响应进行了分析；Zbyněk等[24]使用拉格朗

日方程建立了 Stewart平台的动力学模型，并将其

应用在设计具有相同特征频率的构型中；Berend-
sen等[25]使用拉格朗日方程建立了含柔性关节的平

面3RRR并联机构动力学模型。

综上所述，本文在机器人刚性运动学和动力

学的基础上，考虑到咀嚼机器人在实际使用过程

中的运动速度较低、咀嚼力较小，且考虑到机器

人闭环较多，构型较为复杂，选用浮动参考坐标

系法会不可避免地增加计算量，对计算机性能要

求高，因此使用线弹性动力学方法建立了 6RSS仿

人咀嚼并联机器人的弹性动力学模型，既保证了

其具有较好的准确度，又能避免繁重的计算过程。

在计入人咀嚼反力的情况下，通过数值计算，探

索了咀嚼机器人的弹性形变、自然频率等动力学

特性，并分析了咀嚼反力对弹性形变大小的影响。

1 动力学模型

1.1 机构描述

本文研究对象是以人体咀嚼系统为基础设计

的 6RSS并联机构，由固定基座、6 条RSS并联支

链和可运动末端执行器构成，共包含 6个主动旋转

关节和 6个自由度，结构如图 1所示。为清晰地显

示其可运动部分，固定于基座的上颚未在图中显

示。其中，惯性坐标系{ S }固定于基座上，原点为

OS，包含正交的 xS 轴和 yS 轴，zS 轴垂直于 xS 轴和 yS

轴构成的水平面。运动下颚（即末端执行器） 通

过 6 条独立运动支链与基座相连，每条支链包含 3

个部分，分别为固定于基座上的旋转作动器、曲

柄以及连杆。旋转作动器的驱动轴在 Gi点与曲柄

GiSi( i = 1,2,…, 6 )相连，连杆 SiQi 分别在端点 Si

和Qi通过球关节与曲柄和下颚相连接。第 i个作动

器相对于{ S }系的旋转可以通过固定于点 Gi 的作

动器坐标系{ Ci}描述，在{ Ci}系中，xC i轴由点 Gi指

向点 Si， zC i 轴穿过作动器的驱动轴轴心，xC i 轴、

yC i 轴和 zC i 轴遵守右手准则。连杆坐标系{ Ni}位于

SiQi 的质心 Ei 处，其中， xN i 轴由点 Si 指向点 Qi，

yN i轴由 xN i轴和 xS 轴叉乘得到，xN i轴、yN i轴和 zN i轴

同样遵守右手准则。对于连杆 SiQi，可在三维空间

的 3个方向上进行平动和转动。末端执行器坐标系

{ M }位于其质心 OM 处，通过 OM 相对 OS 的位置，

可表示其 3个平动自由度 X、Y、Z，其 3个转动自

由度用 xyz形式的欧拉角来表达，即 α、β、γ分别

为末端执行器绕{ M }系 xM 轴、yM 轴、zM 轴的转动

角度。

图图 11 仿人咀嚼系统的仿人咀嚼系统的6RSS并联机构并联机构[[88]]

Fig. 1 6RSS parallel mechanism of humanoid

masticatory system[[88]]

1.2 基本假设

在使用线弹性动力学法对仿人咀嚼机器人的

6RSS并联机构建立弹性动力学模型之前，做出如

下假设。

1）末端执行器的刚度和质量要比连杆、曲柄

等运动部件大得多，因而可以将其整体假设成为
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刚体。

2）6条连杆 SiQi( i = 1,2,…, 6 )假设为具有相

同横截面积的空间Euler-Bernoulli梁。在使用有限

元法建立的动力学模型中，分别用 3 次、1 次、1

次多项式表示节点的径向、轴向和扭转形变。

3）虽然末端执行器为刚体，其自身不产生形

变，但因连杆的变形同样会使末端执行器产生微

小振动，这种振动位移属于在大范围刚性运动上

叠加的微小量。使用线弹性动力学方法只考虑刚

性运动对振动和形变的影响，而不考虑振动和形

变对刚性运动的影响以及两者之间的耦合效应。

4）曲柄固接于驱动电机的旋转输出轴，两者

总的转动惯量和刚度都比连杆要大得多，所以将

曲柄假设为固定基座，不产生弹性形变和振动。

1.3 梁单元动力学建模

本文将第 i条连杆 SiQi( i = 1,2,…, 6 )等分为 3

个 Euler-Bernoulli梁单元 SiHi、Hi Li 和 LiQi，每个

节点 Si、Hi、Li和Qi沿着各自节点坐标系上的轴分

别有 3 个平动和 3 个转动弹性位移，如图 2 所示。

每个单元的动力学模型为[26]

M̄E ⋅ Δ̈E + K̄E ⋅ ΔE = F̄E - M̄E ⋅ Δ̈ rE （1）

式中：M̄E、K̄E、ΔE 分别为梁单元的质量矩阵、刚

度矩阵和节点的弹性位移向量，维度分别为 12×

12、12×12、12×1； Δ̈E 为弹性位移向量 ΔE 对时

间 t的二阶导数； F̄E 为大小为 12×1 的广义力向

量，由单元自身惯性力及外力之和组成，对应于

ΔE 的每个变量；Δ̈ rE 为在刚性运动学中求得的 2 个

节点处的加速度向量。该式中所有变量都是在连

杆坐标系{ Ni}中进行表达的。

图图 22 第第 i条连杆中的条连杆中的3个梁单元及其坐标系个梁单元及其坐标系

Fig. 2 Three beam elements and their coordinate system

of the i-th coupler

为得到最终的动力学模型，需要将不同运动

部件的动力学模型统一在惯性坐标系{ S }中进行表

示。每个梁单元的节点弹性位移向量U在{ S }系中

可表示为

U = S
N iT ⋅ ΔE （2）

式中：
S

N iT = diag (
S

N iR,
S

N iR,
S

N iR,
S

N iR )，
S

N iR是从{ S }系

到{ Ni}系的旋转变换矩阵。从而有

ΔE =
S

N iT
T ⋅ U （3）

类似地，可得

Δ rE =
S

N iT
T ⋅ U r （4）

式中：U r 为每个梁单元的 2 个节点处通过刚性运

动学求得的位移向量，大小为 12×1。将式（3）

和（4）代入式（1）可得

M̄E ⋅ S
N iT

T ⋅ Ü + K̄E ⋅ S
N iT

T ⋅ U = F̄E - M̄E ⋅ S
N iT

T ⋅ Ü r （5）

等号两边同时左乘
S

N iT可得

M̂E i ⋅ Ü + K̂E i ⋅ U = F̂E i - M̂E i ⋅ Ü r （6）

其中，

ì

í

î

ï
ï

ï
ï

M̂E i =
S

N iT ⋅ M̄E ⋅ S
N iT

T

K̂E i =
S

N iT ⋅ K̄E ⋅ S
N iT

T

F̂E i =
S

N iT ⋅ F̄E

（7）

式（6）可用于连杆的任意 1 个梁单元，3 个

梁单元在{ S }系中的动力学模型为

ì

í

î

ïï

ïï

M̂ S iH i ⋅ ÜS iH i + K̂S iH i ⋅ US iH i = F̂S iH i - M̂ S iH i ⋅ Ü rS iH i

M̂H iL i ⋅ ÜH iL i + K̂H iL i ⋅ UH iL i = F̂H iL i - M̂H iL i ⋅ Ü rH iL i

M̂L iQ i ⋅ ÜL iQ i + K̂L iQ i ⋅ UL iQ i = F̂L iQ i - M̂L iQ i ⋅ Ü rL iQ i

（8）

其中，

F̂S iH i =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

F̂S i

F̂H i

, F̂H iL i =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

-F̂H i

F̂L i
, F̂L iQ i =

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

-F̂L i

F̂Q i

（9）

式中： F̂S i、 F̂H i、 F̂L i 和 F̂Q i 分别为作用在节点 Si、

Hi、Li 和 Qi 的惯性力螺旋和外力螺旋之和，且都

在{ S }系中进行表达。因为 Hi 和 Li 为中间节点，

作用在 2 个相连单元上的力螺旋大小相等方向相

反，所以在 F̂H iL i 和 F̂L iQ i 中有 2 个负号。进一步细

化，式（9）可写为

F̂S i =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

F̂ 1S i

F̂ 2S i
, F̂H i =

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

F̂ 1H i

F̂ 2H i

, F̂L i =
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

F̂ 1L i

F̂ 2L i
, F̂Q i =

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

F̂ 1Q i

F̂ 2Q i

（10）

式中：F̂ 1S i、F̂ 2S i 分别为作用在节点 Si处的惯性力及

外力之和以及惯性力矩及外力矩之和，其他项符

号含义与之类似。

为便于计算，定义一个大小为24×1的向量

USHLQ i =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

US i

UH i

UL i

UQ i

（11）

式中：4 个分量分别为节点 Si、Hi、Li和 Qi的弹性
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位移向量，大小均为6×1，因此可得

ì

í

î

ïï

ïï

US iH i = A1 ⋅ USHLQ i

UH iL i = A2 ⋅ USHLQ i

UL iQ i = A3 ⋅ USHLQ i

（12）

其中，

ì

í

î

ïï

ïï

A1 =[ E12 × 12 012 × 12 ]

A2 =[ 012 × 6 E12 × 12 012 × 6 ]

A3 =[ 012 × 12 E12 × 12 ]

（13）

式中：A1、A2、A3 为布尔矩阵，用于连接每个梁

单元的 2 个节点到整体连杆的 4 个节点，代入式

（8）可得

ì

í

î

ïï

ïï

M S iH i ⋅ ÜSHLQ i + KS i Hi ⋅ USHLQ i = AT1 ⋅ F̂S iH i - M S iH i ⋅ Ü rSHLQ i

MH iL i ⋅ ÜSHLQ i + KH iL i ⋅ USHLQ i = AT2 ⋅ F̂H iL i - MH iL i ⋅ Ü rSHLQ i

ML iQ i ⋅ ÜSHLQ i + KL iQ i ⋅ USHLQ i = AT3 ⋅ F̂L iQ i - ML iQ i ⋅ Ü rSHLQ i

（14）

其中，

ì

í

î

ïï

ïï

M S iH i = AT1 ⋅ M̂ S iH i ⋅ A1 , KS iH i = AT1 ⋅ K̂S iH i ⋅ A1

MH iL i = AT2 ⋅ M̂H iL i ⋅ A2 , KH iL i = AT2 ⋅ K̂H iL i ⋅ A2

ML iQ i = AT3 ⋅ M̂L iQ i ⋅ A3 , KL iQ i = AT3 ⋅ K̂L iQ i ⋅ A3

（15）

将式（14）中的 3个方程等号左右两边分别相

加可得

M SHLQ i ⋅ ÜSHLQ i + KSHLQ i ⋅ USHLQ i = FSHLQ i - M SHLQ i ⋅ Ü rSHLQ i

（16）

其中，

ì
í
î

M SHLQ i = M S iH i + MH iL i + ML iQ i

KSHLQ i = KS iH i + KH iL i + KL iQ i

（17）

式中：M SHLQ i和KSHLQ i分别为连杆 SiQi的质量矩阵和

刚度矩阵。两端 Si和 Qi为球关节所在节点，若不

计摩擦，在此两处只有 3×1 约束力向量存在，即

F̂ 2S i = F̂ 2Q i = 03 × 1，则

FSHLQ i = AT1 ⋅ F̂S iH i + AT2 ⋅ F̂H iL i + AT3 ⋅ F̂L iQ i =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
F̂ 1S i

015 × 1

F̂ 1
Q i

03 × 1

（18）

式中：FSHLQ i 是由纯惯性力和外力之和构成的广义

力向量。

1.4 末端执行器的振动模型

在 1.2节中，虽然假设末端执行器为刚体，自

身不产生形变，但因连杆变形会导致末端执行器

产生微小刚性振动。设末端执行器质心 OM 的平动

振动向量和末端执行器的转动振动向量分别为

UT =[ Ux Uy Uz ]T

UR =[ Uα Uβ Uγ ]T （19）

式中：UT 的 3个元素分别为质心OM 沿{ S }坐标系 3

个轴上的平动振动位移；UR 的 3 个元素分别为末

端执行器沿着刚性运动的 3个欧拉角的振动转动角

度。UT 和 UR 共同构成大小为 6×1 维的振动向量

UEE =[UT UR ]T，用于描述末端执行器的振动。

与刚性大范围运动位移相比，振动位移要小得多。

进一步可以得到因微小转动位移引起的旋转变换

矩阵为

RΔ ≈ R x(Uα)⋅ R y(Uβ)⋅ R z(Uγ)=(UR × )+ E3 （20）

式中：R x(Uα)，R y(Uβ)，R z(Uγ)分别表示绕 x轴，

y轴和 z轴的旋转变换矩阵，转动角度分别为 Uα，

Uβ，Uγ；符号×表示将大小为 3×1 的列向量展开

为3×3维度的螺旋对称矩阵。

末端执行器质心OM 的速度螺旋为

t̄EE =
é

ë
êê

ù

û
úú

VOM

ωEE
+

é

ë
êê

ù

û
úú

U̇T

U̇R
= M a ⋅ ẊEE + U̇EE （21）

式中：VOM 为末端执行器质心 OM 的线速度；ωEE 为

末端执行器的转动速度；U̇T 和 U̇R 分别为末端执行

器平动和转动的振动速度，即UT 和UR 对时间的一

阶导数；XEE = [ X Y Z α β γ ]T， ẊEE 为其

对时间的一阶导数；M a 是将 ẊEE 映射到末端执行

器速度旋量的系数矩阵。因此，可得末端执行器的

动能为

KEE =
1
2 ⋅ t̄TEE ⋅ MEE ⋅ t̄EE （22）

式中：MEE = diag ( mEE ⋅ E3 × 3 IEE )为二元惯性矩

阵；mEE 为末端执行器的质量；IEE 为末端执行器围

绕质心的转动惯量。将式（21）代入式（22）中

可得

KEE = K CEE1 + K CEE2 ⋅ U̇EE + U̇ TEE ⋅ K CEE3 ⋅ U̇EE =
1
2 ⋅( Ẋ T

EE ⋅ M Ta ⋅ MEE ⋅ M a ⋅ ẊEE + 2 ⋅ Ẋ T
EE ⋅ M Ta ⋅

MEE ⋅ U̇EE + U̇ T
EE ⋅ MEE ⋅ U̇EE) （23）

其中，

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

K CEE1 =
1
2 ⋅ Ẋ TEE ⋅ M Ta ⋅ MEE ⋅ M a ⋅ ẊEE

K CEE2 = Ẋ TEE ⋅ M Ta ⋅ MEE

K CEE3 =
1
2 ⋅ MEE

（24）
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因为刚性运动位移量远大于其振动位移量，

在计算末端执行器势能时，为简化计算，不考虑

振动变量的影响，即

PEE = mEE ⋅ g ⋅ ZEE （25）

式中：PEE 为末端执行器的势能；g为重力加速度，

取值为 9.8 m/s2；ZEE 为末端执行器质心在 zS 轴上

的坐标。进一步可得末端执行器的拉氏函数为

LEE = KEE - PEE （26）

由此可推导拉氏方程为

d
dt ( )∂LEE

∂U̇EE
- ∂LEE

∂UEE
= MEE ⋅ ÜEE +( K CEE2)T = FEE （27）

式中：FEE 为6×1维度的广义力向量。

1.5 变形协调条件

柔性连杆 SiQi( i = 1,2,…, 6 )分别通过 2 个节

点 Si和 Qi与曲柄及末端执行器相连，因此需要加

入变形协调条件以确保不同零件在连接节点处的

位移保持一致。从 1.2节的假设可知，因为将曲柄

假定为固定基座，所以US i = 06 × 1。而连杆与末端执

行器的变形协调条件推导如下：在 6条连杆形变的

共同作用下，末端执行器在每个时间间隔的起始

及最终时刻，其上的坐标系从{ M 1}系转换到{ M 2}

系所需的旋转变换矩阵
M1
M2R = RΔ 已在式(20）中求

得，因此进一步可得4×4维的一致变换矩阵为

M1
M2T =

é

ë
êê

ù

û
úú

M1
M2R UT

01 × 3 1 （28）

所以从{ S }系到{ M 2}系的一致变换矩阵为
S

M2T =
S

M1T ⋅ M1
M2T （29）

末 端 执 行 器 上 的 节 点 Qi( i = 1,2,…, 6 )在

{ M 1}系和{ M 2}系中分别记作 Qi, 1 和 Qi, 2。{ M 2}系中

的Qi, 2 在{ S }系中可表示为

é

ë
ê

ù

û
ú

OS Q i, 2

1 = S
M2T ⋅ é

ë
êê

ù

û
úú

OM2 Q i, 2

1 （30）

式中：OSQ i, 2 表示以 OS 为起点，Qi, 2 为终点的向量；

OM2 Q i, 2 表示以 OM2 为起点，Qi, 2 为终点的向量。将

式（29）代入式（30）可得

é

ë
ê

ù

û
ú

OS Q i, 2

1 = S
M1T ⋅ M1

M2T ⋅ é
ë
êê

ù

û
úú

OM2 Q i, 2

1 （31）

Qi点的平动振动可表示为

é

ë
êê

ù

û
úú

UQ i, T

0 =
é

ë
ê

ù

û
ú

OS Q i, 2

1 -
é

ë
ê

ù

û
ú

OS Q i, 1

1 =

é

ë
êê

ù

û
úú

S
M1R OS OM

01 × 3 1 ⋅ é
ë
êê

ù

û
úú

(UR × ) ⋅[ OM1 Q i, 1]+ UT

0 （32）

上述推导之所以成立是因为 OM2 Q i, 2 =OM1 Q i, 1。

因此进一步可得

UQ i, T = JE i ⋅ UEE （33）

式中： JE i =
S

M1R ⋅[ E3 × 3 -( OM1 Q i, 1)× ]。式（33）

即为连杆和末端执行器之间的变形协调条件。从

中可看出，Qi点的平动振动并非独立变量，而是

末端执行器振动向量的函数。

1.6 整体机构的动力学模型

根据上述推导过程，定义一个 96×1维的独立

广义坐标向量用于描述整体机构的形变。

U =[U TH1 U TL1 U TQ1,R ⋯ U TH6 U TL6 U TQ6,R U TEE ]T

（34）

式中：UQ i ,R 为 3×1 维的列向量，表示 Qi节点的旋

转形变。从上述变形协调条件可知，对每条连杆

的节点有

USHLM i =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

êê
ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

úú
ú

ú

ú

ú

ú
US i

UH i

UL i

UQ i, T

UQ i, R

= P i ⋅ U ( i = 1, 2, …, 6 ) （35）

P i =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
E6 × 6
06 × 6
06 × 12
03 × 21
03 × 18

06 × 19
E6 × 6
E6 × 6
JE i

E3 × 3

06 × 13
06 × 7
03 × 4

⋅

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú

ú

ú

ú
06 × 96

06 × ( )15 ( )i - 1
06 × ( )6 + 15 ( )i - 1
03 × ( )12 + 15 ( )i - 1

06 × 90

E6 × 6
E6 × 6
E3 × 3
E6 × 6

06 × ( )90 - 6 × ( )15 ( )i - 1

06 × ( )90 - 6 × ( )6 + 15 ( )i - 1

03 × ( )93 - 3 × ( )12 + 15 ( )i - 1

（36）

对于末端执行器的振动变量有

UΕΕ =[ 06 × 90 E6 × 6 ]⋅ U = P7 ⋅ U （37）

通过上述连杆和末端执行器的动力学模型及

变形协调条件，可得完整的机构线弹性动力学模

型为

MÜ + KU = F （38）

其中，

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

M =∑
i = 1

6
P T

i M SHLQ iP i + P T7 MEEP7

K =∑
i = 1

6
P T

i KSHLQ iP i

F =∑
i = 1

6
P T

i FSHLQ i -∑
i = 1

6
P T

i M SHLQ iÜ rSHLQ i + P T7 FEE

（39）
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式中：M、K、F分别为机构的质量矩阵、刚度矩

阵和广义力向量，这些变量都和机构自身惯量、

几何参数、位姿、外力等变量紧密相关。

2 数值计算和分析

2.1 振动变量

机器人的振动幅度意味着其所能达到的运动

精度，而自然频率与刚度及振动耗能紧密相关，

这 2 个特征能较好地表征机构的线弹性动力学性

能，因此本文对这 2 个变量开展计算和数值分

析。 如式（38）所示，机构的动力学模型为二阶

常微分方程组，具有明显的时变性和非线性，该

类方程组一般没有解析解，需要通过数值方法进

行计算。Matlab软件根据常微分方程组的特点，

提供了多种求解器供用户选择。最初选取基于 4阶

和 5阶龙格-库塔算法的求解器 ode45，但发现 2个

问题：1） U̇的值比 U大得多，表明方程组刚性较

大；2）计算时间比同等维度的常微分方程组要长

得多。为了能高效地求解该类问题，并获得精度

较好的计算结果，本文选取专门针对刚性微分方

程组的 ode23tb求解器对其进行计算，该求解器基

于TR-BDF2 方法，即在求解的第一、二阶段中，

分别使用了梯形法则步长以及向后差分算法。求

解器的参数设置如下：Mass项设置方程组中的质

量矩阵为式（39）中的质量矩阵 M；RelTol项设

置相对误差为 10-3；AbsTol项设置绝对误差为

10-6；MStateDependence项设置质量矩阵对广义坐

标的依赖程度为“strong”；MassSingular项明确表

示质量矩阵不是奇异矩阵；odeset命令中其他选项

设置为默认情况。连杆参数如下：长度为 52 mm；

横截面直径为 4.7 mm；杨氏弹性模量为 207 GPa；
剪切模量为 80 GPa；密度为 7.83×10-3 g/mm3；泊

松比为 0.3。同时，设置曲柄长度为 15 mm；绕旋

转轴的转动惯量为 6 630 g⋅mm3。末端执行器质量

为340 g，关于质心的转动惯量矩阵为

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

820 091.15 -26.57 -137 019.15
-26.57 423 459.18 -88.6

-137 019.15 -88.6 818 784.7
在初始时刻，从{ Ci}和{ Ni}( i = 1,2, …, 6 )系

到{ S }系的旋转变换矩阵分别为

S
C1R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0.854 1 0.520 1 0
-0.520 1 0.854 1 0

0 0 1

S
C2R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0.854 1 0.520 1 0
0.520 1 -0.854 1 0

0 0 -1
S

C3R =
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0.9310 0.365 1 0
-0.082 2 0.209 6 0.974 3
0.355 8 -0.907 1 0.225 1

S
C4R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0.9310 -0.365 1 0
0.082 2 0.209 6 -0.974 3
0.355 8 0.907 1 0.225 1

S
C5R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

-0.812 7 0.582 7 0
-0.1215 -0.169 4 0.978 0
0.569 9 0.794 8 0.208 5

S
C6R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

-0.812 7 -0.582 7 0
0.1215 -0.169 4 -0.978 0
0.569 9 -0.794 8 0.208 5

S
N1R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

-0.662 5 -0.655 9 0.362 0
-0.697 5 0.363 7 -0.617 4
0.273 3 -0.6615 -0.698 4

S
N2R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

-0.663 1 0.362 3 -0.655 0
0.696 1 0.620 3 -0.3615
0.275 3 -0.695 7 -0.663 5

S
N3R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

-0.773 0 -0.1918 0.604 7
0.146 3 0.873 6 0.464 1
-0.617 3 0.447 2 0.647 2

S
N4R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

-0.7718 -0.570 4 0.2810
-0.144 7 0.587 9 0.795 9
-0.619 1 0.573 6 -0.536 3

S
N5R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0.235 0 -0.046 5 0.9711
0.212 1 0.977 2 0.004 3
0.944 8 0.207 0 0.238 5

S
N6R =

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0.234 8 0.3736 -0.897 4
-0.202 8 -0.8841 -0.4211
0.950 7 0.2809 -0.1318

通过文献[9]所述的动力学逆解，求得 6 个主

动关节的驱动力矩如图 3 所示，以此作为式（38）

中的主动广义力。

图图 33 6个主动关节的驱动力个主动关节的驱动力矩矩

Fig. 3 Drivinging torques of six active joints
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2.2 自然频率

通过式（38）中的质量矩阵M和刚度矩阵 K，

可得机构的自然频率为

det ( -ω2M + K )= 0
f = ω

2π
（40）

式中：det (·)为计算矩阵行列式的函数；ω与 f分

别为角速度和自然频率。该变量和质量矩阵及刚

度矩阵紧密相关，而与广义力向量无关，即自然

频率是机构自身特性，与外力无关。

2.3 数值结果

为求得振动变量和自然频率的数值计算结果，

机构跟踪了口腔健康志愿者持续 10 s的咀嚼运动

轨迹，如图 4所示。

图图 44 口腔健康志愿者的下门牙咀嚼运动轨迹口腔健康志愿者的下门牙咀嚼运动轨迹[8]

Fig. 4 Chewing trajectory of the lower incisors of an oral

health volunteer[8]

同时，为研究外力对振动形变的影响，在末

端执行器右侧磨牙处施加志愿者咀嚼花生时的反

作用力，如图 5 所示。图例中，FB, x、FB, y和 FB, z分

别表示咀嚼反力在{ S }系3个坐标轴上的分量。

通过求解式（38）可得，在有、无咀嚼反力

时末端执行器的振动位移如图 6 所示。从图中明

显可见，仅在自身惯性力作用下，机构的振动变

形很小，几乎可忽略不计，能将其当作刚体对待。

施加外力后，产生的振动位移幅度明显增大，但

是形变值仍然较小，表明所设计的机构具有较好

的刚度。

图图 55 口腔健康志愿者咀嚼花生时的咀嚼反力口腔健康志愿者咀嚼花生时的咀嚼反力

Fig. 5 Chewing reaction forces of an oral health

volunteer when chewing peanuts

通过式（40）计算机构在跟踪图 4 给定的咀

嚼轨迹时，前六阶自然频率随时间的变化如图 7

所示。

由图 7（a）~（f）可知，机构的一阶自然频

率数值最小，从第一阶到第六阶自然频率依次增

图图 66 有有、、无咀嚼反力时末端执行器的振动位移无咀嚼反力时末端执行器的振动位移

Fig. 6 Vibrational displacements of the end effector with and without chewing reaction forces
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图图 77 机构的前六阶自然频率机构的前六阶自然频率

Fig. 7 First six orders of natural frequencies of the mechanism

外大；自然频率的起伏变化和咀嚼轨迹相一致，

表明频率和位姿紧密相关；要使咀嚼系统产生共

振，力频率要大于 300 Hz，从而与 f1 接近，而人

的咀嚼频率一般在 3 Hz以下，所以咀嚼外力极难

使机构产生共振破坏。

综上所述，由于仿人咀嚼机器人的每条支链

构型相同，线弹性动力学方法在建模中体现出明

显的模块化特征，通过变形协调条件联立支链和

末端执行器的弹动力学方程，能较为方便地获得

通过二阶常微分方程组表示的机构整体的弹性动

力学模型。使用Matlab软件能够较为便捷地对其

开展数值计算，获得机构的弹动力学特性。数值

结果表明，咀嚼机器人有较大的刚度和自然频率，

即具有较好的弹动力学性能。因此，线弹性动力

学方法在解决仿人咀嚼机器人动力学建模和数值

计算中表现出较好的实际应用效果。同时，大刚

度能确保机构的形变小，而较大的自然频率能够

确保较大的控制带宽。

3 结论

为掌握 6RSS并联仿人咀嚼机器人的弹性动力

学性能，在刚性动力学逆解的基础上，本文采用

线弹性动力学法，建立了机构的弹性动力学模型，

获得用二阶刚性常微分方程组表示的机构弹动力

学模型。然后，使用基于梯形法则步长及向后差

分算法的数值解法，获得在跟踪真人咀嚼轨迹时

的机构弹性形变和自然频率，主要结论如下。

1） 在真实咀嚼反力作用下，机器人在 6个运

动方向上的最大形变量分别为 1.7× 10-2 mm、

1.1×10-3 mm、2.8×10-2 mm、7.1×10-6°、4.9×

10-4°、7.0×10-6°，形变量数值较小。

2）最小自然频率为 300 Hz，远超人的咀嚼频

率，所以咀嚼反力难以引起共振，表明机构具有

较好的弹性动力学性能。

本文从弹动力学性能的角度出发，结合前期

开展的仿人咀嚼运动跟踪结果[9]，表明所设计的

机构有望用于新食材的测试工作。后续，为获得

更接近真实情况的仿人咀嚼机器人的弹动力学特

性，还会考虑将曲柄替换为柔性梁，并开展整条

支链都为柔性构件时仿人咀嚼机器人的弹动力学

建模和分析。
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